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JAKOB BERNOULLI piérwszy (Ars conjectandi, Basileae, 
1713) zauważył pewne liczby, stale zjawiające się jako 
spółczynniki w ostatnich wyrazach rozwinięć sumy potęg 
parzystych jednakowych z liczb naturalnych od 1 do k—1>1 
podług potęg malejących Æ — niezależnie od tego, jaka 
mianowicie jest ta liczba k. Już EULER przy pomocy tych 
liczb BERNOULLIEGO wyraża spółczynniki rozwinięcia tang. w 
podług potęg æ. Obecnie wchodzą one do wielu wyrażeń 
zasadniczych w analizie; dla tego różnómi sposobami mogą 
być wprowadzane do wykładu systematycznego. A tak ze 
względu na wyrażenia, w których te liczby zachodzą, jak 
i z powodu ciekawych swych własności, częściowo nadto 
analogicznych z własnościami niektórych grup innych liczb, 
stanowią one wciąż przedmiot badań, nieschodzący z po 
rządku dziennego w nauce. 

Zmakowania używane dla liczb BERNOULLIEGO bywają 
rozmaite, tak iż wspomniany spółczynnik najniższćj potęgi k 
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w rozwinięciu sumy 2p-ych potęg wypadnie odpowiednio 
przedstawić: 

albo (— 1)”-' B,, przy p=1,2,...; B,=—+ (np. BER- 
TRAND, HERMITE, STERN, JORDAN); 

albo (— 1)?! B,,_,, przy p=1,2,...;B, =— + np. SCHLÖ- 
MILCH, HoUEL); 

albo B,,, przy p=1,2,...; B, =—+ (np. PRICE, Lucas). 

Używać tu będziemy ostatniego z tych znakowań, jako 
najdogodniejszego, jak to, co do własności liczb BERNOULLIEGO, 
najlepićj uwidacznia znakomita praca: Thóorie nouvelle des 
nombres de BERNOULLI et d’EULER, którą p. EDWARD Lucas 
ogłosił w Annali di matematica BRIOSCHIEGO (seryja II, 
tom VIII, 1877). 

Przy pomocy właśnie wyrażeń, odpowiadających wyra- 
żeniom p. LucASIEGO własności liczb BERNOULLIEGO we wzmian- 
kowanćj jego pracy, wyprowadzimy w tym artykule znane 
własności tak nazwanych przez RAABEGO funkcyj BERNOUL- 
LIEGO (których znakowania u rozmaitych autorów różnią się 
niekiedy czynnikiem stałym, odpowiednim każdćj funkcyi) 
w sposób prostszy i jednostajniejszy od sposobów dotąd 
nżywanych. Nie będziemy zaś wyprowadzali tych własności 
funkcyj BERNOULLIEGO, które, wynikając wprost z poprzednich 
własności, same już odmiennemu przedstawieniu uledz nie moga; 
wspomuimy je tylko, aby artykuł niniejszy przedstawiał 
całość, do pewnego stopnia zamkniętą. Nadto w ustępie 3-im 
podajemy trzy nowe związki między liczbami BERNOULLIEGO. 
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mamy, przy z=0, n=1, 2,...,(k > 2). Biorąc wyrażenia 
u n-ta pochodnę i w nićj zakładając «=0, mamy: 


w= 1°" -4 2 +... +- (k— 1)" 


a ex*— 1 (n) 
sets NL 


0 


zkąd, stosując wzór LEIBNITZA na m-tą pochodną iloczynu 
i nazywając 


+2 +...+(k—2"=S,, | (= |.=2. 


(6 =B, =. =8B, pu 10), otrzymamy (a= 4,2, ...) 
Dasz FEP, | k"t! + (n-+1), Bk" +... + (n+ 1), Bk 


+ ..+(n+1),_, Baik’ t (n-+ 1), Bn r sas WE) 


Jeżeli umówimy się, iż B"=B,, a B=B =1, bo wzór 
ostatni możemy symbolicznie tak przedstawić (n = 1, 2, ...): 


(n +- 1) 8, = (4 + B)**' — B,,,, 
czyli (n=4,.3, ...) 
n Sa = E+B)" — B,. (2) 


Gdy w tym wzorze zamiast l weźmiemy k+1, to 
otrzymamy (n = 2, 3, ... 
1) 


„r | +297! 4-... + (k—1)'7! +k" a = 


— (k +14 B) — B 


4 DR. M. A. BARANIECKI. 


ztąd zaś, po odjęciu równości (2) stronami odpowiedniemi, 
mieć będziemy (n = 2, 3, ...) 


(3) nk*-! = (k + 1 4+ B)" — (k + B)*. 


Chociaż na stronach lewych wzorów (1) lub (2) liczba 
k otrzymuje tylko wartości dodatne, całkowite i większe od 
2, to jednak na stronach prawych tych wzorów (rozważa- 
nych niezależnie od stron lewych) k może być wogóle liczbą 
zmienną w sposób ciągły, przybićrającą wartości tak dodat- 
ne, jak i ujemne. Oznaczmy tę zmienną przez y. Wtedy 
strona prawa wzoru (2), przedstawiająca funkeyje całkowitą 
zmiennćj y stopnia ngo, ze spółczynnikiem 1 przy y", któ- 
rato funkeyje nazwijmy 9. (y), t. j. funkeyja 
(4) en (9)=(y+B)" —B,, 
jest t. z. funkcyją BERNOULLIEGO. To wyrażenie (4), jako 
wynikające z (2), powinnoby się stósować tylko do wartości 
n= 2,3,... Lecz, kładąc na stronie prawéj wzoru (2) n = 1, 


czyli na stronie prawćj wzoru (1) n=0, otrzymamy jeszcze 
(zauważmy, że S, =k— 1, a u, = k) 


(5) e Y= 


funkcyją całkowitą zmiennéj y stopnia 1-g0. Możemy przeto 
przyjąć, iż w wyrażeniu (4) argument » otrzymuje wartości 


Le 
Związek (n = 2,3, ...) 
(6) (y+1+B) —(y+B)"=ny""' , 


według wzoru (3), wynikającego ze wzoru (2) w założeniu 
k > 2, zachodzi przy wszelkich wartościach na y dodatnych, 
całkowitych i większych od 2. Atoli obie jego strony przed- 
stawiają funkcyje całkowite stopnia (n — 1)go zmiennćj y. 


Zatóm równość (6), czyli, według (4), równość (n = 2, 8, ...) 
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7, (Y + I) — pn (Y) = ny"! (6) 


będzie zachodźiła przy wszelkich wartościach zmiennej y. 

Ze związku (6) można, nadając różne wartości zmien- 
néj y, wyprowadzić rozmaite związki między liczbami BER- 
NOULLIEGO, któreto związki mogą służyć tak do stopniowego 
obliczania tych liczb, jak i do wyprowadzenia różnych ich 
wyrażeń wyznacznikowych. Nam będzie tu potrzebna głównie 
znana własność, zauważana przez Morvrka, wynikająca ze 
wzoru (6) dla y = 0, t. j. własność (n = 2, J, ...) 


(B+ 1)" — B, =0. (7) 

II. 
Ponieważ, według (4), przy n= 1, 2, ..., jest dla y = 0 
2. (0)=0, . (8) 


przeto wszystkie funkeyje BERNOULLIEGO sa podzielne przez 
y, czyli, według (5), przez ę, (y). 
Według (4), dla y = 1 jest 


Pn (1) = (1+- B)" = B, , 


a więc, na mocy związku (7), przy n=2,3,..., 


=>; (9) 


t. j. wszystkie funkeyje BERNOULLIEGO poczynając od 2-giéj, 
są podzielne przez y — 1. Wskutek tego, na zasadzie własności 
(8), możemy powiedzieć, że one są podzielne przez y (y —- 1), 


1 
t. j. przez 9, (y), gdyż, skoro B, =— —, 


m 
o 
T 


% (y) zy +2B,y =y4°— y =y y — 1). 
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Według (4), mamy 


9, (y) =n (y + BP 

=n (y + By —B,_, |+nB,_, , 
czyli (n=2,3,...) 
(10) Pa (y) =n | Pu—1 (y) + Bus; di 
albo, przy p =2,3,..., ponieważ B,,_, =0, 
(11) ap V) = 2P ap- (Y, 
(12) -i der Dias) HBr | - 
Ponieważ, przy p—=2,3,.., funkcyje 9,,-, (Y) i 9%,» (Y) 
mają spólny czynnik y(y — 1), przeto, przy tychże warto- 
ściach na p, według równości (11), wszystkie funkcyje 9, ,(y), 
t. j. wszystkie funkcyje BERNOULLIEGO, opatrzone wska- 
żnikiem parzystym, poczynając od 4-tćj, są podzielne przez 


1 


y? (y — 1)’, czyli przez funkcyję q, (y) ; bo, skoro B, = = — 


1 
B, =| many, q, (y)=y'-+4y" B, + by? By =y'—2y' + 


+y =y' (y — 1). 
Według okréslenia (4), biorąc 1—y zamiast y, mieć 
będziemy : 


 L—y)=(1—y+8)" — B, 
=(— 1) (y—[B4 2)” =C)" B. F. 
Lecz w wyrazach rózwinięcia dwumianu 


W=TBFZTE 


— 
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możemy każde |B-+-1]|", przy m=2,3,..., na mocy zwią- 
zku (7), zastąpić przez B„, wskutek czego (1 = 1,2, ...) 


+ (n)a 4%? [B+ 1]*' =+-(n),1y"7*' Bar, 
— (N); 14: VE Baer = — (n) Jo as B,, H1 
OE a Bay: 


Co się zaś tyczy wyrazu — (n) y""' [B+ 1]', to 


| R 


— (0), Y [B, +1]=— (0), y. =+ (m) y! B,. 


w 


Nadto przy m parzystóm, jest (— 1)” B* = + B,, 
przy nieparzystém zaś n> 1, jest (— 1)” B,=0=+B,. 
Jest zatém wogóle, przy n = 2, 3,..., 
ia @—y = (— 17 {y+ B"—B,}, 
a więc, według (4), (n = 2,3,...) 
On (1 —= y) =(— 1)" ga (y) b (13) 


Z tego zaś związku wprost wynika, iż, przy nieparzy- 


ha 


stem n > 1, da y = — 


2 
a 


mamy (p = 1, 2, ...) 


P2p+1 (+)=0, (14) 


t. j, że wszystkie funkcyje BERNOULLIEGO, opatrzone wska- 
żnikiem nieparzystym, poczynając od 3-ciéj, są podzielne 


1 
przez y— -y . Gdy zaś są jeszcze, jak wiemy, podzielne 


przez y(y— 1), zatém są one także podzielne przez 
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/ 1 . 
y (y —-7) (Y—1), czyli przez 9, (y); bo według (4) 
A a A 
9 (Y) =y" + 3y°B, +-3yB, =y — Y + 7 y= 


1 
=y (y — = )(y= 1). 


II. 
Nim wyznaczymy wartość 9,, (7), zauważmy uprze- 
LA 


dnio, że wyprowadzone powyżćj wzory dają już nam co do 
tej wartości pewną wskazówkę. Podstawmy mianowicie we 


1 
wzorze (13) y + -5 zamiast y. Otrzymamy (n=2, 3, ...) 


1 
—y)=(—1)" a(y +91); 


ZĘ 
— 
on 

Y 
a 

s 
no 
ww | bens 


a więc, każde dwie wartości funkeyi 9,,., (y), odpowiada- 
jące wartościom zmiennćj n, rózniacym się bezwzględnie od 


liczby 5 — 0 tę same liczbę, są co do wartości bezwzglednéj 


równe, Tom znaku różnego. Wskutek tego, wartość (14) nie 
przedstawia ani macimum, ani minimum, zaś wartość pocho- 


1 
dnćj '2p41 (>) jest od zera różna, a témsamém, według 
(12), suma dwu liczb (p = 1, 2, ....) 
1 > 
Pap (79 et B, p 
jest od zera różna. 
1 
Aby wyznaczyć wartość 3, (57), w wynikajęcóm ze 
LA 
wzoru (4) Fx 


Pap (Y + y 5)=(v+ 2 + By — B,» 


=([4+2]+9)"-2, 
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7 2p 
rozwiimy dwnmian ( [ 5 +B | + y ) podlug poteg rosna- 
cych y, a następnie w otrzymaném rozwinięciu przyjmijmy 
y=7: Biorąc pod uwagę własność (9), mieć będziemy 


2 2p—1 Í 


0=[>+8] ' +0, [+8] Gg Fae T 


+6).[+28] "+00 [+8 gost 


1 > 
air 
r 


1) 
gdyż q + B, =0. Zważmy, że, według (4), jest ogólnie 


| = a B| = 0 ( ) + Ba; 


p 


możemy zatém równość poprzedzającą, uwzględniając, że, 


s 1 
przy p = 1,2,.., według (14), 9;,,, (>) = 0, oraz, że 


wtedy B,,,, =0, tak napisać: 


1 1 1 

O= $2» ( 2 ) + (20): [92 , » ( 9 ) + Bay» 197 
1 1 1 

+ ves + Pr 9 ( 2 ) + B, ] “ger: Dar = 


Wstawiajac to wyrażenie na 9,, ( 57) w stronę pra- 
u 


wą równości poprzedzającćj, a następnie mnożąc obie strony 
przez 2**=*, otrzymamy 


1 
0=(2p), leo (7) He Baya ] 20 +... + 


1 
+ (20)3 9-2 [9 (mg )+2B, | -2 + (2P): p-1 B, T 1, 
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Ze wzoru atoli (7), przy n= 2p, wynika 
0 = (2p), Bees +. + (2p) p- B + (2p) 2 p-1 B, +1. 


Kładąc kolejno w obu ostatnich równościach (odpowia- 
dających równościom HoUELA w Cours de calcul iufinitési- 
mal, art, 499) jednocześnie p = 2,3, ...,q,q +1, a otrzyma- 
ne wyrażenie z sobą porównywajac, wy stopniowo, iż 


1 : 
2% ()+4*—2DB,=0, 


ds Ha 1) Bu 0. 


Z ostatnićj równości — piszmy p zamiast q — otrzymuje- 
my ogólnie (p = 1,4, ...) 


y fa 1— 22» 
(16) Pap ( 2 )= PILZE Bis 


Mając ten wzór, możemy naprzód wyprowadzić dwa, 
odpowiadające sobie, związki między liczbami BERNOULLIEGO. 
Zważmy mianowicie, że, według (4), jest ogólnie (n = 1, A, ...) 


1 1 
Pn ( => + B) — B,, 


czyli 


albo jeszcze (n = 1,2, ...) 


Pes 1 - 
(17) galg ) = oe BHB, |. 


u tio 
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Przy n= 2p, z równości (16) i (17) wynika 
2(1— 1°?) B,, = (2B 4+ 1)? — 2°? B,,, (18) 
czyli 
2(1—2*») By =(2p), 29972 By yg + (2), 2° Bar + 
Ar =. sje (2P) a» -2 2° B, aia (2p): p—1 2B, H- 1 z 
Przy n=2p +1, % równości (14) i (17) wynika 
(p=1,2,..., oraz może tu być widocznie p = 0) 
0= (2B-+-1)??t', (19) 
czyli 
0 = (2p + 1), la B,» + (2p Te I), BRO Bi =P ee ate 
+ (2p + 1),,—, 2* B, + (2p + 1),, 2B, +1. 


1 
Zważmy następnie że, podstawiając y = — —— w obu 


stronach wzoru (6), otrzymujemy równość (n= 2,3,...; dla 


te) szczególnćj wartości y także n = 1) 
(2B +- 1)" — (2B — N" =2n(—1)""', 


którą, podaje Lucas w przytoczonćj rozprawie. A więc, przy 
n=2p+1, na mocy związku (19), mamy (p=0,1,..) 
(2B — 1)*?+1 — — 2(2p +1), (20) 
czyli 
(2p + 1), 2?” B,, + (2p +1), 23773 B,,_, +... + 
+ (2p + 1),,_, 2*B, — (2p + 1), p 2B, +-1—=2(% + 1). 


Z każdego ze związków (18), (19) i (20) wynikają 
odpowiednie wyrażenia wyznacznikowe dla liczby B,,. 


3 
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IV. 


1 

Ze wzoru (15) wynika, ze funkeyja 2, (y -- 5), przy 
n= 2,3,..., jest względem y funkeyja parzystą, gdy n jest 
parzyste, a nieparzystą, gdy n nieparzyste. Innemi słowy, 


każda funkcyja BERNOULLIEGO 9, (Y), przy n = 2, 3, ..., jest j 
względem y — —- funkeyja parzystą lub nieparzystą, stó- 

2 
sownie do tego, czy wskażnik jéj n jest liczbą parzystą, czy | 


téż nieparzystą. 
Przy pomocy tegoż wzoru (15) można wartość funkeyi 
Pa (Y), przy n = 2,3,.., otrzymaną dla jakićjkolwiek war- 


1 1 
tości ujemnój y, = — n => — (m + 5) Wyrazić przez 


wartość téj funkcyi dla wartości dodatnćj y, = 4, +1. 
Pisząc zas we wzorze (6') zamiast y kolejno y, y +1, 
y+2,.., y+ m—1, a tak otrzymane równości dodając 
dó siebie stronami odpowiedniemi, dochodzimy do związku 
(n= 2,3, ..; m liczba dodatna całkowita). 


Pa (Yy HM) = 9, (Y) +9 [yan + (y+ 1) +... + 


( _ 73-1 l 
= (y == m 1) J 9 
przy pomocy którego każdą wartość funkeyi ¢, (y) dla war- 
tości y, > 1, gdy przyjmiemy y, =m--y,, gdzie już 
0 <Y, < 1, można wyrazić zapomocą wartości 9, (y,). Nako- 
niee wzór (15) dozwala nam każdą wartość funkeyi ¢, (Y) 
. .. 1 . . 
dla y, takiego, iż > < Y, < 1, gdy przyjmiemy 
1 


SŁ: NĄ „dzia até A ERTES yi T J 
=2 Ty gdzie zatém 0 <y, < y» wyrazić zapomocą war 


<= 


tości 9, (y,). A więc, wartości funkcyj BERNOULLIEGO 4, (Y), 


$ 
% 
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przy n = 2,5,..., dla jakichkolwiek wartości zmiennćj y, 

można sprowadzić do ich wartości, odpowiadających warto- 
. . . A 1 

ściom zmiennéj y od y = 0 do y = -5 


Ze względu na zastósowania, ważne jest zbadanie 
zmiany wartości funkcyj BERNOULLIEGO 9, (Y), przy n = 2,3, ..., 
dla wartości zmiennéj y od y=0 do y=l i wyznaczenie 
ile jest wartości funkeyj 9, (y), przedstawiających w tym 
przedziale maximum lub minimum. W tym celu, po zbadaniu 
bezpośrednićm funkeyi 9, (y), wypadnie korzystać z własności 
(8), (9), (11), (12), (14) i (16). 

Z własności (10) wypada, iż (n=2,3,...) 


In (y) =n { In-ı (y) + B,-ı \ dy , (21) 


0 


co niektórzy przyjmują jako okréslenie funkcyj BERNOULLIEGO, 
biorąc wówczas jako piérwsza, funkeyje (5), oraz zakładając, 
że zachodzą własności (8) i (9), które pozwalają wyznaczyć 
stopniowo ze związków (21) liczby B,, B,,.... Ze wzoru 
(21), na mocy znanego zmieniania się wartości funk cyj BERNOUL- 
LIEGO 9, (y) od y =0 do y= 1, wynika ważne ich zastó- 
sowanie do utworzenia wyrazu dopełniającego wyrażeń, 
otrzymywanych przy obliczaniu calek oznaczonych sposobem 
MACLAURINA, nazywanym także sposobem EULERA. 


Warszawa, 8 Grudnia 1884 r. 
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